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ABSTRACT 

I researched how to draw the graph you want on polar coordinate plane. The thesis shows the way of 

making polar equations which represent any shape of graph. Floor function, ceiling function and the relation 

between graph on polar coordinate plane and graph on rectangular coordinate plane are used to do so. This 

enables you to draw picture on polar coordinates as you like with only one polar equation. 
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Ⅰ.はじめに 

私は以前から、複数の関数や方程式のグラフを組み合わせて座標平面上に絵を描く関数アートというものを趣

味でしていた。そこで、私はできるだけ少ない方程式で好きな絵を描く方法はないか疑問に思い、様々な方法を

試していったところ、極座標平面上ならばどんな形のグラフも１つの極方程式で表せるのではないかと気づいた。

このことから、私はグラフを描画すると任意の形のグラフを表すような極方程式を求める方法を研究した。その結

果、極座標平面上のグラフ𝑟 = 𝑓(𝜃)とと直交座標平面上のグラフ𝑦 = 𝑓(𝑥)との関係や、床関数・天井関数の性質を

利用して、形がわかっている任意のグラフをある程度近似したグラフを表す極方程式を求める方法を見つけた。こ

れを以下で説明する。 

 

Ⅱ.方法 

 作りたいグラフを表す極方程式を求める流れは、極座標平面上のグラフからそれに対応する直交座標上の関

数を作って、その関数を複数の領域毎に分けて方程式を求め、最後に関数を元の極方程式に戻すというもので

ある。そもそも目的のグラフを極座標平面上に表すのは、それを直交座標上の

関数に展開できるからだ。表したいグラフの形が、変数が１つに定まってももう１

つの変数が１つに定まらないようなものであるとき、そのグラフの形という情報だ

けから方程式を求めることは困難だから、目的のグラフを関数のグラフに置き

換えることで考えやすくしていく。さらに、それだけでも関数の式を求めることが

難しい場合がほとんどだから、領域ごとに区切って考えていく。これから、例とし

て右の図１の絵を極座標平面上に描く過程を示して説明する。 

 

 まず、求めたい極座標平面上のグラフを直交座標上の関数に展開する。求

める方程式の、グラフの形は分かっているのでそれを描く。それを表す極方程
図１ アヒルの絵 



式を𝑟 = 𝑓(𝜃)ととする。ここでは図１の形を表すグラフの方程式を𝑟 = 𝑓(𝜃)ととする。目的は𝑓(𝜃)とを求めることだ。ここ

で、極方程式𝑟 = 𝑓(𝜃)と関数𝑦 = 𝑓(𝑥)の関係に注目する。それぞれのグラフはその性質上、𝑟 = 𝑓(𝜃)では𝜃が大

きい点ほど偏角が大きく、𝑟とが大きい点ほど原点から遠く、𝑦 = 𝑓(𝑥)とでは𝑥とが大きい点ほど右にあり、𝑦とが大きい点

ほど上にある。よって、偏角と𝑥方向の大きさ、原点からの距離と𝑦方向の大きさを対応させることができる。図形的

に考えると、𝑦 = 𝑓(𝑥)とのグラフを原点周りに巻いたものが𝑟 = 𝑓(𝜃)とのグラフになる。この関係を使うと、𝑟 = 𝑓(𝜃)との

グラフが分かっているので𝑦 = 𝑓(𝑥)とのグラフが描ける。このとき、𝑦 = 𝑓(𝑥)との周期を4𝜋と、6𝜋と、とと増やすことで、

𝑟 = 𝑓(𝜃)と上では𝜃とが１つに定まっても𝑟とが１つに定まらない𝜃とも、𝑦 = 𝑓(𝑥)と上の複数の𝑥とに対応させることができる。

これによって、求めたいものが周期2𝑛𝜋（𝑛は整数）の周期関数に置き換えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図２のアヒルの形のグラフを極座標上か

ら直交座標上の関数に展開すると、図４の

ようになる。この時、図３の色分けに従っ

て、赤の部分は0 + 14𝑛𝜋~2𝜋 + 14𝑛𝜋、橙

の部分は 2𝜋 + 14𝑛𝜋~4𝜋 + 14𝑛𝜋と、

との領域で直交座標平面上に表して

いる。 

 

 次に、𝑦 = 𝑓(𝑥)とのグラフを複数の領域に分割する。全体のグラフの形だけ見て𝑓(𝑥)とを求めるのは困難なので、

𝑓(𝑥)とを領域ごとに異なる関数で表される区分関数とする。不連続な点と微分不可能な点では必ず区切るようにし

て、かつそれぞれの領域で関数が複雑になりすぎないように領域を分ける。これによって全体では式が分かりにく

い関数も領域ごとに分けた関数１つ１つの式は分かりやすくなる。図５は、図４の𝑦 = 𝑓(𝑥)との0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋とのあたり

をわかりやすく拡大したものである。これを図６のように複数の領域に分けることができる。 

 

 

 

 

 

 

 

図２ 𝑟 = 𝑓(𝜃)のグラフ 
図４ 𝑦 = 𝑓(𝑥)のグラフ 

図３ 周期毎に色分けした

𝑟 = 𝑓(𝜃)のグラフ 

赤  0 + 14𝑛𝜋~2𝜋 + 14𝑛𝜋 

橙  2𝜋 + 14𝑛𝜋~4𝜋 + 14𝑛𝜋 

黄緑 4𝜋 + 14𝑛𝜋~6𝜋 + 14𝑛𝜋 

青  6𝜋 + 14𝑛𝜋~8𝜋 + 14𝑛𝜋 

紫  8𝜋 + 14𝑛𝜋~10𝜋 + 14𝑛𝜋 

紅  10𝜋 + 14𝑛𝜋~12𝜋 + 14𝑛𝜋 

薄紫 12𝜋 + 14𝑛𝜋~14𝜋 + 14𝑛𝜋 

図５ 拡大した𝑦 = 𝑓(𝑥) 図６ 領域に分けた𝑦 = 𝑓(𝑥) 



図６では、0 + 14𝑛𝜋 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

3
+ 14𝑛𝜋,

𝜋

3
+ 14𝑛𝜋 < 𝑥 <

7

12
𝜋 + 14𝑛𝜋,

7

12
𝜋 + 14𝑛𝜋 ≤ 𝑥 ≤

11

12
𝜋 + 14𝑛𝜋,⋯ととなるよ

うに緑の線で領域に分けている。（𝑛は整数） 

 

 分けた領域ごとの関数の式を求める。絵を描くことが目的なので、厳密にはそのグラフと全く同じものを表す関

数は求める必要はなく、ある程度近似したグラフを表す式であればよい。その方法は、グラフ上のいくつかの点を

サンプリングして、コンピュータをつかって回帰曲線の式を求める。（データが十分にとれる場合はＤＦＴ計算によ

って求めるのがより正確。）これをそれぞれの領域の関数で行う。図７、図８、図９は𝑦 = 𝑓(𝑥)との一部の領域で適

用したい関数の一部。 

 

 

0 + 14𝑛𝜋 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

3
+ 14𝑛𝜋で適用したい関数 

𝑎(𝑥) = −2.1736 sin 2𝑥 + 2.68308 sin 𝑥 + 4.53367 

 

 

 

 

 
𝜋

3
+ 14𝑛𝜋 < 𝑥 <

7

12
𝜋 + 14𝑛𝜋で適用したい関数 

𝑏(𝑥) = −1.53124 sin 6𝑥 + 8.62267 sin 2𝑥 + 54.2318 sin 𝑥 − 43.1631 
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12
𝜋 + 14𝑛𝜋 ≤ 𝑥 ≤

11

12
𝜋 + 14𝑛𝜋で適用したい関数 

𝑐(𝑥) = −0.82311 sin 7𝑥 + 14.3742 cos3𝑥 + 21.0455 sin 2𝑥

− 37.7234 sin 𝑥 + 38.2142 

 

 

 

 ある特定の領域だけで 1 を取り、その他の領域で 0 を取る関数を求める。ここでは床関数・天井関数を使う。そ

れぞれの分割した領域でのみ 1 を取り、その他の領域で 0 を取る関数を求めるということだ。そのためには、ある

領域でのみ1 ≤ 𝑥 < 2と、その他の領域で0 ≤ 𝑥 < 1とになる関数を作って⌊ ⌋との中に入れる。領域と他の領域が連

続する場合は、領域の境目の値で 1 を取る領域が重複し、値が 2 となることを防がなければならない。よってある

領域で 1 を取り、その他の領域で 0 をとる関数を⌊ ⌋を使って作った時、連続する領域では、⌈ ⌉を使ってその領

域で1を取り、その他の領域で0をとる関数を作らなければならない。そのために、ある領域でのみ0 < 𝑥 ≤ 1、そ

の他の領域で−1 < 𝑥 ≤ 0とをになる関数を作って⌈ ⌉との中に入れれば良い。図１０、図１１、図１２は、𝑦 = 𝑓(𝑥)との

領域ごとに、その領域で１を取り、その他の領域で０を取る関数の一部。 

図７ 

図８ 

図９ 



 

0 + 14𝑛𝜋 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

3
+ 14𝑛𝜋で 1 を取り、その他の領域で 0 を取る関数 

𝐴(𝑥) = ⌊
1

2
sin (

𝑥

7
+
10

21
𝜋) + 1 −

1

2
sin

10

21
𝜋⌋ 

 

 

 
𝜋

3
+ 14𝑛𝜋 < 𝑥 <

7

12
𝜋 + 14𝑛𝜋で 1 を取り、その他の領域で 0 を取る関数 

𝐵(𝑥) = ⌈
1

2
sin (

𝑥

7
+

73

168
𝜋) −

1

2
sin

27

56
𝜋⌉ 

 

 

 
7

12
𝜋 + 14𝑛𝜋 ≤ 𝑥 ≤

11

12
𝜋 + 14𝑛𝜋で1を取り、その他の領域で0を取る関数 

𝐶(𝑥) = ⌊
1

2
sin (

𝑥

7
+
11

28
𝜋) + 1 −

1

2
sin

10

21
𝜋⌋ 

 

 

 

 それぞれの領域で求めた、近似曲線の式と、その領域で 1 をとり、その他の領域で 0 をとる関数の式を、それぞ

れの領域ごとに積の形にして、これらを足す。この操作によってできた関数が𝑓(𝑥)と（の近似式）である。このように

なる理由を説明する。近似曲線の式と、その領域で 1をとり、その他の領域で 0 をとる関数の積は、その領域だけ

での近似曲線を取り出したものになり、その領域以外では0を取る。これと同じことを全ての分割した領域で行い、

足すことで、目的の区分関数が 1つの式で表せるようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎(𝑥)𝐴(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝐵(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝐶(𝑥) +⋯⋯ = 𝑓(𝑥) 

 

図１０ 

図１１ 

図１２ 

× 

× × 

＋ 

＋ 

⋯⋯ = 

𝑦 = 𝑎(𝑥)                𝑦 = 𝐴(𝑥)                 𝑦 = 𝑏(𝑥)                  𝑦 = 𝐵(𝑥)  

𝑦 = 𝑐(𝑥)                   𝑦 = 𝐶(𝑥) 
𝑦 = 𝑓(𝑥) 

図１３ 𝑓(𝑥)の求まる過程 



 𝑟 = 𝑓(𝜃)との式を求めて描画すれば目的の絵が極座標平面上に描ける。以上のことで、求めたかった𝑓(𝑥)との式

が求められる。𝑓(𝑥)との式がわかれば当然𝑓(𝜃)との式がわかるので、任意の形のグラフを表す𝑟 = 𝑓(𝜃)とを描けるよう

になる。以下の極方程式は、図１３の過程を経て例として求めた図１のアヒルの形のグラフを表すものである。この

極方程式のグラフを極座標平面上に描画したものが図１４である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図１4 𝑟 = 𝑓(𝜃)のグラフ 



Ⅲ.結果 

 以上の方法ならば極座標平面上に好きな絵が描けることがわかった。実際にアヒルの形のグラフを描くことがで

き、他にも猫の形や鳥の形のグラフなどを描くことができた。不連続な点、微分可能でない点、変数が１つに定ま

ってももう１つの変数が１つに定まらない点を含む形も描くことができた。 

 

Ⅳ.考察 

  これらのことより、この研究で発見した方法で、点と線だけで構成された形のグラフはほとんどすべてでそれを

表す極方程式を求められると考えられる。逆に、極方程式を求められないようなグラフは、一部の領域が線で隙

間なく敷き詰められていたり（面を含む）、そもそも視覚的に形がよくわからないグラフを表すようなもの（𝑥とが有理

数のとき𝑦が 1 をとり、𝑥が無理数のとき𝑦が 0 をとるグラフなど）であったりする場合である。しかし、人間が描く絵

は、そのような要素を含まないので、人間の描くあらゆる絵を極座標平面上に描画できると考えられる。ただ、どれ

ほど複雑な形のグラフでも理論上求められるが、求まる極方程式は極端に長いものになり、それを求める過程に

も膨大な時間がかかってしまうという特徴がある。そのため、この研究によって、全く効率的ではないがとても一般

性のある、任意のグラフを表す極方程式を求める方法を発見したと言えるだろう。 
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